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Cet article comporte deux parties. Dans la premiere partie, on donne un thto- 
rtme sur la rationalitt des diagonales de certaines series rationnelles, et on calcule 
ces diagonales par le theoreme des residus et la mtthode des resultants. Dam la 
seconde partie, on definit la fonction zeta locale d’un systeme de m equations; on 
montre que c’est une fonction rationnelle dans C”, determinee par le theoreme de 
disingularisation de Hironaka (Ann. o/Math. 79 (1964) 1099326). A partir de ces 
resultats, on obtient une nouvelle demonstration de la conjecture de Borevitch et 
Chafarevith (“Theorie des Nombres, GauthierrVillars, Paris, 1967) sur la rationa- 
lite de la serie de Poincare d’un systeme de congruences. et on calcule le denomina- 
teur de cette serie. 1’ 1986 Academic Press. Inc. 
Soient K un corps local, R son anneau d’entiers, P l’idkal maximal de R, 
k = R/P le corps rksiduel, et q = Card k. Pour tout entier e > 0, on pose 
x, = (R/P’)“. 
Soit f = (fi ,..., f,) une suite de m polynBmes A n variables et i coeffl- 
cients dans R; on note Y la varittk affhe f-'(O) dttinie sur K, de dimen- 
sion d, et Y, = Y(R) l’ensemble des points de Y d valeurs dans R. On note 
encore Y, l’image de Y, et i;, l’ensemble des x dans X, tels que 
f(x) = 0 mod( (P’)“); on a Y, c y<, mais il n’y a pas kgalitk en ghtral. Tou- 
tefois, lorsque la rkduction modulo P de la variktt: Y est lisse, on a Y, = yc~ 
et il y a un nombre rationnel 1 tel que 
Card( Y,) = qde. p 
pour tout e > 0, Serre [ 13, Sect. 3, pp. 143-1493. 
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Faute de pouvoir disposer d’un resultat aussi simple dans le cas general, 
Borevitch et Chafarevitch [4, Ex. 9, p. 521 ont conjecture que la serie gene- 
ratrice (ou serie de Poincare) 
F(T)=&v,q ..T” oii N, = Card( P,) 
est une fonction rationnelle de T dans tous les cas. 
Ce rtsultat a ete demontre, lorsque m = 1, par Igusa [9, pp. 97-98; 10, 
pp. 319-321; et 11, pp. 4154171; c’est une consequence des proprittes de la 
“puissance complexe” (a ce propos, voir aussi Atiyah [ I], Bernstein et Gel- 
fand [Z]). 
I1 JJ a des arguments generaux pour etablir la rationalite de F pour un 
systeme: 
~ a partir de la rationalite de la strie gtneratrice pour les hypersurfa- 
ces, Meuser [ 121; 
- a partir des resultats de Mac Intyre sur l’elimination des quantifi- 
cateurs dans le corps des nombres p-adiques, Denef [expose du seminaire 
de thtorie des Nombres D-P-P, Paris, 28-l l-19831. 
L’objet du present travail est d’obtenir la rationalite de la strie F(T), par 
une nouvelle methode, pour toute suite (fi ,..., f,) et surtout de calculer le 
denominateur de cette fonction (ou un de ses multiples), ce que ne don- 
naient pas les travaux anterieurs. 
On pro&de comme suit. Etant donne deux series 2 et G veritiant les 
conditions: 
(i) G(T)=xG,T”(eEN) 
(ii) G,. = h,. L, oti 
(iii) z(W)K(W)=~h,w(rEN”‘) 
est une serie deduite de Z en la multipliant par un facteur rationnel K; on 
montre, dans la premiere partie de ce travail, que la rationalitt de Z impli- 
que celle de G. A cette fin, gentralisant un pro&de de Furstenberg [6, 
p. 2731, on delinit un (m- I)-cycle ft sur C” et une (m- l)-forme 0, sur 
T1 tels que l’on ait 
G(r) =I Z(w) K(w) lO,(w)l (1) 
f.l 
oti t est dans un ouvert convenable de C. Lorsque Ie dinominateur de Z est 
un produit de “binomes standard”, i.e., de la forme 
1 -cw;l... w’“, m (r,EN,CEQ) 
et pour ICI < 1, la rationalite et les poles de G se deduisent de ceux de Z & 
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travers la formule (1). La demonstration se fait par recurrence sur m et uti- 
lise le thtoreme des residus et la theorie du resultant appliqute aux Cqua- 
tions binbmes. 
Dans la deuxieme partie de ce travail, on d&nit la fonction zeta locale 
dans le cas p-adique, analogue de celle que Bernstein et Gelfand [2] ont 
introduit dans le cas archimtdien, 
oil (w,,..., MI,) = (q -‘I ,..., q -““) et oh l’on indgre sur le support de 0 dans 
K”. On montre que Z, est une fonction rationnelle dans C”, dont le dtno- 
minateur depend des “donnees numeriques” obtenues dans la resolution 
des singularites du diviseur 9 defini par f, . . .f, = 0. Lorsque 4 est la fonc- 
tion indicatrice de R”, on associe a Z, la serie generatrice G, les series F et 
G veritiant la relation 
G(T)=F(T)-T’(F(T)-1). (2) 
On applique alors les resultats de la premiere partie aux fonctions Z, et G. 
On demontre ainsi que la serie generatrice G d’un systeme de congruences 
est une fonction rationnelle, dont le denominateur est un produit de “bino- 
mes standard”; lorsque les “donnees numeriques” de la resolution sont 
fournies, on peut determiner la position des poles de la fonction G. 
Le cas oti le diviseur 9 est a croisements normaux correspond au cas ou 
les poles de Z, sont situ&s sur des hyperplans; le denominateur de G divise 
alors le polynome 
(1 -q-‘7y.(1-qP”T). 
Lorsque m = 2, les resultats sont explicit&. On obtient evidemment la 
rationalite et les poles de la serie gtntratrice F via la relation (2). 
PARTIE I: CRIT~RES DE RATIONALITY 
1. Reprtsentation IntPgrale 
(1.1) Soient m E N et W= (WI,..., W,) une suite d’indtterminees, 
pour r = (r, ,..., r,) E Z”, on pose 
W’ = w;l . . wz. 
78 BERNADETTE DESHOMMES 
Soit Y( W) la sCrie formelle du corps @( ( W)) 
Y(W)= 1 h,W 
rEzm 
h,=O pour ri< --pLi(l bi6m). 
Soit T une indkterminke, on appelle diagonale de Y, la sCrie formelle notke 
AY, dkfhie par 
(d’aprks Furstenberg [6, p. 2721). 
(1.2) A, dtsigne l’ensemble des multiplets h = (h, ,..., h,) de W” 
dont une coordonnte au moins est nulle. Pour h E N” et e E N, on pose 
e + h = (e + h, ,..., e + A,). 
(1.2.1) LEMME. On u 
N”= LI LI 
eerm htA, 
Dhonstration. Soient (e, ,..., e,) E N” et e = Min(e, ,..., e,), alors e, 3 e 
pour I < i < m, et l’un des ei est igal g e. On peut done tcrire ei = e + h, 
pour 1 < i 6 m, et l’un des h, est nul. On pose alors h = (h, ,..., h,). Ainsi 
(e, ,..., e,)=e+h, avec SEA,. 1 
(1.3) Soit maintenant Z( W) une skrie formelle de l’anneau @[[WI] 
D’aprks le Lemme ( 1.2.1), cette skrie peut encore s’krire 
htA, 
(1.3.1) 
On dkfinit alors une skxie formelle, not&e G, de l’anneau C[ [ T]] par 
G(T)= c G,T’ 
ctrm 
avec 
G,= 1 ae+h. 
hs.4, 
(1.3.2) 
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(1.4) Si w  E C” et si s et t sont dans @, on pose 
[t-sw]=(t-sw,)...(t-sw,) 
[w] = w, . . . w, 
( 1.4.1) LEMME. Soit 





pour (wi( > 1, 1 <i,<m. 
Dkmonsfration. Soit h = (h, ,..., h,) E N”. Si h n’est pas dans A,, alors 
aucune coordonnCe de h ne s’annule. On a la d&composition 
A, = N”\(N*)” 
oti N* dbigne N privt: de 0. On peut icrire 
S,(w)= 1 W-h- c wph. 
heRim hc(N*)m 
Pour 1 wil > 1, 1 < i < m, la formule des shies gkomktriques montre que 
Ce qui ktablit la proprittk. 1 
(1.5) Pour h E A, (d’aprhs (1.2)), on pose 
A,,,(h)= (HEN” 1 hi--k,=h,-k,, ldidm}. 
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Dbmonstration. Si h E A,, alors l’un des h, est nul. Si h,, = 0 alors pour 
tout k~A,(h) on a k,=h,+k,, 1 di<m, done k=h+k,,,. A,(h) est en 
bijection avec N. Pour ItI > 1 on a 
kEA”,(,,it--~*~=k;N t-km=(l -t ‘)--I. c 
Si h, # 0 alors il existe un indice j, j# m, tel que 1~ = 0. Pour tout 
k E A,(h) on a kj = hi + k,, 1 6 i 6 m, et k = h + ki. Ainsi A,(h) est encore 
en bijection avec N. Pour ItI > 1 on a 
c 
pm-km - - 1 t-4=(1-f-‘)-‘. 1 
ksAm(hl k,t N 
(1.6) Pour MEOW, et R=(r,,...,r,)ElRy, on pose 
D(M)= {WE@” 1 lwil CM, 1 <i<m} 
T(R)= (wE@“J lwil =r,, 1 <i<m). 
(1.6.1) On suppose que Z(w) reprbente une fonction rationnelle 
reguliere dans le polydisqui D(M), avec M > 1. 
(1.6.2) On peut alors choisir les rayons ri tels que 1 < ri < M pour 
1 biQm. 
(1.6.3) PROPOSITION. Sous I’hypothtse (1.6.1), la sPrie G(t) reprPsente 
une fonction holomorphe dans le disque I tI < M de @. 
Demonstration. Soit M(R) = Supw,,,(,, IZ(w)l. Les inegalites de 
Cauchy appliquees a la fonction Z montrent que pour tous e E N et h E A, 
,g 
m  
lae+hl <( c R-h)‘M(R)i[RI’. 
heA, 





K(R)==M(R)*([R]- l)/[R- I]. 
En utilisant la definition de G, (1.3.2), on obtient 
IGel < K(WCW’. 
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Si on choisit ri = p ‘lm pour l<i<m, avec l<p<Malors 
IGel C ~(P”“)/P’. 
Le rayon de convergence de la serie G est done superieur ou Cgal a M avec 
M>l. 1 
(1.7) Posons 
(1.7.1) Si Z(w) vtrilie l’hypothese (1.6.1) alors la fonction rationnelle 
Y(w) est reguliere dans la polycouronne: (1 < lwil < M, 1 < i 6 m). 
Developpons la fonction Y(w) en serie entibre multiple, en w, et w;‘, dans 
cette polycouronne on a 
Y(w)= c c a,wrph 
rsrmm ( hcAm > 
> 
oh B, dtsigne I’ensemble des multiplets de Z” dont une coordonnee au 
moins est dans N. 
Remarquons que si s = (e,..., e) E B, alors e E N et le coefficient de w(‘-~) 
est ChGAmae+h. 
(1.7.2) Soit la serie diagonale delinie en (l.l), alors pour t E C, 
1-c ItI <&if, on a 
A Y(t) = G(t). 
En particulier, lorsque m = 2, 
si ItI < 1 AY(t)=G(t)-Z(1, t)-Z(t, 1) 
si 1 < ItI <A4 AY(t) = G(t). 
(1.7.3) PROPOSITION. Sous l’hypothtse (1.6.1) on a, pour tout e E N, 
oti (A Y), est le coefficient de T’ duns la sPrie diagonaie A Y( T) ( 1.1) et T(R) 
vkrcfie les conditions ( 1.6.2). 
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DPmonstration. Les formules de Cauchy montrent que, pour tous r E N 
et heA,, 
1 
a. 1 + h = (2i71)m 
Utilisons la definition de G, (1.3.2), 
La convergence etant normale dans le polydisque Iwil <r,, r, < M, 
1 6 i < m; on peut &changer les sommations: 




S,(w)= c II’.! 
hE.4m 
Comme T(R) v&tie les conditions ( 1.6.2) et w  E T(R), appliquons le 
Lemme (1.4.1) on obtient ainsi 
1 
G,=- 
(2in 1” i Z( ) cw’- l di4’ J-(R) wCM’--Ilp. 1 
(1.8) Si z=(zIT . . . . zmmm,)ECmm~’ et si r=(rl ,..., r,p,)ER”; ‘, 
posons 
f(r) = (z~ C” ’ / jail = r,, 1 6 i6 m - 1 ). 
Soit ME R + tel que M > 1; soit t E @ tel que 1 < 1 t) < M, choisissons des 
rayons r, tels que 
1 <ri< ltl’lfm -‘I pour 1 <idm- 1 
on a alors 
l< “I -CM et 
rl “.r,,-, 
1 <r,<M. (1.8.1 ) 
(1.9) THBOR~ME. Si Z(w) uhrijie la condition (1.6.1), et si Y( IV), A Y(T) 
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et G(T) sent dc;finies respectivement en (1.7), (1.1 ), et (1.3.2) alors, pour 
tE@, l<Itl<M, on a 
G(r) = 
1 t-i 
(2in)m- 1 [z- l](t- [z])dz 
oli f(r) uPrifie les conditions (1.8.1); et G( t ) = A Y(t). 





Dans cette inttgrale effectuons le changement de variables suivant 
I++, t) = w  
avec 
wi=zi pour 1 <i<m- 1 
M’m = t/[z]; 
Ic/ est un isomorphisme de C”‘\{ [z] =O> dans lui-m&me. La matrice 
jacobienne a(w)/a(z, t) a pour determinant l/C=] et $*(dw) = dz dt/[z]. 
On pose &T(r) x y) = T(R), oti y est ie cercle de centre 0 et the rayon / tj 
dans @. On suppose que t et r ont ete choisis pour les conditions (1.8.1) 
soient satisfaites. Par suite on a l’expression 
1 
G’=(2i~)” r(rjxy s 
Y(=, t/C--l) dz dt, 
[z]t’+’ 
D’apres (1.7.2) la fonction rationnelle Y est reguliere en z et t/[z] dans le 
domaine d’integration, et peut se mettre sous la forme 
Z(z, 4Tzl I( 1 - l/f) 
y(z, rl[=‘) = [ 1 - l/z]( 1 - [Z]/f) 
avec, d’apres ( 1.3.1) 
Z(z, t/[--l)= C tY 1 a,,+,th”zh’Phm 
term hsA, 
h = (h’,h,) 
et d’apres la formule pour les series geomttriques 
1 
Cl - 1/zl(l- IIzllt) 
= .Lrn t-kmz-(k’-km), 
k = (k’.k, , 
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Par consequent, Y a l’expression suivante 
y(=, t/[=])= (1 - l/t) C f’ C aPtll 1 th,~knl_h’~~h’~(hm--km). 
esN hcA, ktNm 
Dans le domaine d’integration les sommations peuvent &tre tchangtes. 
Comme on a 
1 
(2iny ’ s 
-h’-- k’ (h, k,) cz] L 1 & 
f-(r) 
Cette expression est egale a 1 lorsque hi - ki = h, - k, pour 1 d id m, et 




(2iTc)” - l r(r) 
Y(? tlCz1) m 
=(l- l/r) 2 t” c a?+,? c thmpkm. 
etN htA, ktA,(/tI 
Utilisons le Lemme (1.51) pour tvaluer le second membre de cette egalitk, 
il vient alors 
2. Crittres de rationaM 
(2.1) Soient Z= (Z,,..., Z,) une suite d’indetermintes et S une par- 
tie de Q* fermee pour la multiplication. On dit qu’un polynbme A E Q[Z] 
est un bin6me standard si 
A(Z) = 1 - CZ’ 
avec c E S et r E N”. Dans les applications, S sera egale aux puissances 
negatives dun nombre qE Q*, q > 1 (mais on peut prendre S= Q* . ..). 
(2.2) Soit Q E O[Z] un produit de binbmes standard; ecrivons 
Q(Z)= n (1 -c,Z”“) 
ISlSN 
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avec r(i) E N”, et posons 
If-(4 = 1 r(i,j). 
I<j<n 
(2.2.1) LEMME. Pour ME R,, les conditions suivantes sont dquivalentes: 
(a) On a M< Icil-“““” pour 1 <i<N. 
(b) Le polyn6me Q ne s’annule pas dans Ie polydisque ouvert ( jzil < M, 
1 di6n). 
En particulier, la condition (b) est satisfaite lorsqu’on prend M = M(Q) 
M(Q) = , hl$N Ic;l ~ "'+)'. (2.2.2) 
. . 
Dkmonstration. Supposons que le polyni3me Q s’annule dans le polydis- 
que ouvert (Iz,] < M, 1 6 i 6 n); et soit j un indice tel que l’on ait 
1 = #“. 
I1 vient alors 
1 < lC,l A@‘(‘)’ 
ce qui contredit l’assertion (a). 
Supposons maintenant que le polynome Q ne s’annule pas dans le 
polydisque ouvert ( lzil < 44, 1 d i < n). Pour chaque ie (l,..., N) on a 
1 # C$“‘. 
Fixons un indice j. Si c, est positif et si z, E 10, M[ pour 1 < i < n, par con- 
tinuite on a 
fjZrc’) < 1 puis CAM”’ < 1. 
Si c, n’est pas positif, tcrivons 
et choisissons des z dans le polydisque, tels que 
z, =e -ie(iVr(i,l) 1 Zl 
z; E 10, M[ 
avec z; E 10, M[ 
pour i#l. 
On a alors 
Jc.1 M”“” < 1. , 
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Ceci ayant lieu pour chaque facteur de Q, la condition (a) est done 
satisfaite. 1 
(2.3) Soit Q E (LJ [Z] un produit de binomes standard. Alors Q est 
inversible dans l’anneau des series formelles a[ [Z]]; on a en effet 
( 1 - c.T) ’ = c L,“(Zr)‘f 
Ilt N 
il s’ensuit que si P E O[Z], on a aussi 
P(-WQ(Z) = c a,Z’ E QeCCZll avec U,E Q. 
.stN” 
(2.4) Soient x y, z, ,..., z, des indttermintes; on pose 
z = (Z, )..., Z,). Soient P et Q deux polynomes de Q[X, Y, Z]. On suppose 
que Q est un produit de binbmes standard. On a 
1 = 1 q,( Y, ax Q(X Y> z) ,EN 
avec q,E Q[ Y, Z] 
P(X Y. Z) = c p/J Y, Z)Xk. 
XEN 
On en deduit l’ecriture de P/Q, 
avec 
r,( K Z)= C Pk( Y, Z) qA Y, Z) et rm E O[ Y, Z]. (2.4.1) 
kil=m 
Soit d le plus petit entier positif tel que 
P,(X, Y, Z) = XdP(X, Y/X, Z) (2.4.2 ) 
soit un polynbme; alors P,(O, Y, Z) est un polynbme non nul de a[ Y, Z]. 
LEMME. Soit P,(X, Y, Z) = CkE M pk( Y, Z)Xk alors, YJ- k divise le 
polynhne pk de Q[ Y, Z], si k Q d. 
DPmonstration. Ecrivons ox, K Z) = ICE N,yt N Q(Z) X’YY avec 
a,,(Z) E Q CZI, et 
X’P(X, Y/X, z)=~a,,(Z)X”‘+‘-qYq 
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par dtlinition de d, on a 
p1t.K y, -3 = 1 Pk( K Z)Xk 
ktN 
avec 
p/Jy,-a= 1 %/(.a y4. 
y=d-k+l 
Alors, si k d d, Y’-’ divise le polynitme p,, de O[ Y, Z]. 1 
Soit 
Q(X, Y,Z)=(l-q~‘x)(x-q~‘Y) (2.4.3 ) 
posons 
llQ(X> Y, Z) = c q/( Y)X’ 
/EN 
avec q, E Q( Y); et soient P, et r,w comme ci-dessus en (2.4.1) et (2.4.2). 
Alors, Y’~ n’ ~ ’ divise le poltwhe r,,, de Q [ Y, Z], si m < d - 1. 
(2.5) Soit R( Y, Z) E Q [ Y, Z] le rhltant de deux polynbmes A et 
B, consid&& comme Clbments de l’anneau des polyrhmes en une variable 
6p[X], oti Y = CI[ Y, Z]. D’aprbs Bourbaki [S. p. IV.721, il existe deux 
polynames U et V de 9[X], tels que 
VA+UB=R 
il s’en dCduit 
U V R 
Yi+z=z 
(2.5.1 ) 
En particulier, si A et B sont des bin6mes de 6p[X] s’hrivant sous la 
forme: 
A(X)= 1 -aXP B(X)=F-b 
oti a et b sont dans Y, p et q sont dans N, alors on a 
rPsultant (1 -aXP,XY-b)=(-l)pq(l-aYb~). (2.5.2) 
(2.6) Soient, de nouveau, P et Q deux polyn6mes de Q[X, Y, Z]. 
On suppose que Q est un produit de binbmes standard: 
Q(X K Z)= n A,(X Y, Z) 
IGiCN (2.6.1 ) 
A,(X, y, Z) zz 1 - C,p)y4(qr(‘) 
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avec p(i) E N, q(i) E N, et r(i) E N”, pour 1 < i < N. Avec la notation (2.22) 
on pose M(Q) = M, et on suppose que: /cil < 1 pour I < i < N, de telle 
sorte que M > 1. 
Soit C(M) l’ouvert de C x C” forme des multiplets (y, z) tels que 
1 < ) y < M et 1-J < M pour 1 < i 6 n; la fonction 
est holomorphe dans (0 < (x < M) x C(M). 
(2.7) PROPOSITION. Les hypothkses et notations Ptant celles de (2.6), on 
pose pour ( y, z) e C(M) et 1 < r < I yI 
Alors la fonction V est holomorphe dam C(M) et est &gale ri une jbnctiorl 
rationnelle; on a 
avec P ,,. E Q [ Y, Z]. 
Dkmonstration. Pour (.r, z) E C(M), posons 
4(.x) = 
P(x, y/x, 5) J-1 
Q(x, y, z) (x - 1 )( j‘ -.v) 
de telie sorte que 
c+4( x) d-x. 
I 
Les p6les de 4 sont les points .\: = 0, x = 1, .y = J’ et les zeros de Q,.,,(x) = 
Q(x, y. 2). Vu la definition de M(Q) = M, ces derniers sont dans l’ouvert 
(x/ > M, puisque ( y, z) f C(M); et M > Y. 
Le thtorbme de Lebesgue montre alors que la fonction V est holomorphe 
dans C(M). En outre, les pbles de 4 dans le disque 1x1 6 Y sont les points 
x = 0 et x = 1. Le theoreme de residus montre que si ( y, z) est dans C(M), 
on a 
V( y, z) = r&(4,0) + res(#, 1) (2.7.1) 
avec 
(2.7.2) 
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(2.7.3) LEMME. Le rhidu r(Y, Z) de d(X) en 0 est dans Q[ Y, Z], et 
Y- 1 divise le polyn6me r( Y, Z). Ceci est encore vrai dans le cas particulier 
(2.4.3). 
Dtmonstration. Soient d I’entier positif et P,(X, Y, Z) le polynBme 
d&finis en (2.4.2). Posons 
C,(M)= ((y, Z)E C(M) I P,(O, .Y, r)#O) 
c’est un ouvert dense de C(M). 
Si ( y, 2) E C,(M) la fonction 4 admet un p61e d’ordre exactement d, et le 
rksidu de Q, en 0 est alors kgal au coeffkient de Xdp ’ dans la skie de Taylor 
de X’4(X) A l’origine. On a 
P,(X y, Z) 
xdd(x)= Q(X, Y,Z) ( 
1 1 -- 
Y-X 1 1 -x . 
D’aprks (2.4.1) 
avec r,EQ[Y,Z]. Dans O[[Y,Z]] on a 
Pl 1 --= 1 X’ 1 
Q 1-X /EN o<m</ 
f-,(Y,Z) 
PI 1 --= C Xi C rm(Y,Z)Ym ‘Al. 
Q Y-X /EN o<m<j 
Le coefficient de Xd- ’ dans la sCrie de Taylor de X’&X) s’tcrit done 
r(Y, Z)= C r,( Y, Z)( 1 - Ym-d). 
O<?TZ<d- 1 
Le Lemme (2.4.2) montre alors que r( Y, Z) est dans Q[ Y, Z]; de plus, 
r( Y, Z) s’annule pour Y = 1. 1 
D’aprh (2.7.1), (2.7.21, et (2.7.3) V a l’expression suivante 
P(1, y, z) 
V24z)=Qcl, y,z)+r(y,z) 
d’abord pour ( y, z) E C,(M), puis dans C(M) tout entier par 
prolongement, et la Proposition (2.7) est ktablie. i 
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(2.8) PROPOSITION. Les notations et hypothtises Ptunt celles de (2.6), OH 
pose,pour(y,z)~C(M)et l<r<ly 
Alors la fonction W est holomorphe dans C(M) et on a 
02 P, et Q,+, sent dans O[ Y, Z]; et ozi Q,, rst zm produit de hinGmes stan- 
dard,sanszProsdans(~g~<M)x(I:,I<M, l<i<n). 
Dkmonstration. Utilisons les notations de (2.6.1 ), on a 
Q(X Y/X Z) = fl A ,(X Y/X, Z) 
I G!SV 
avec 
A,(J’, y/x, Z) = 1 - ,-, XPf’) Y(i) yY(fl~(fl. 
Soit I l’ensemble des ie { l,..., N) tels que p(i) > q( 
Posons 
i), et J= (l,..., N )\I. 
A(X, Y, Z) = n A,(X, Y/X, Z) 
I.51 
B(X, I’, Z) = n A,(X, Y/X, Z) 
iE .I 
de telle sorte que: Q(X, Y/X, Z)= A(X, Y, Z) B(X, Y, Z). Posons 
b=CiEJq(i)-p(i) on a alors 
B(X, Y, Z) = .rQl,(X, Y, Z) 
avec 
B,(X, y, z)= n A;(X, Y, Z) 
iEJ 
A:(X, Y, Z) = xy’l) P’~I _ c, Yy~l)Zr(r~, 
Par suite B,E&P[X, Y, Z]. I1 rhlte du Lemme (2.2.1) et de (2.6) 
Si I yl < M et j-7,1 < M pour 1 < i < n, alors A(x, y, z) = 0 
implique 1x1 > Met B,(x, v, z) = 0 implique 1x1 < I. (2.8.1) 
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Soit d le plus petit entier positif tel que 
JPP(X, Y/X, 2) = P,(X, Y, 2) 
soit un polyn6me. Avec les notations precedentes, on a 
; (X, Y/X, Z) = 
XPdP,(X, Y, Z) 
A(X, Y, Z) rbB,(X, Y, Z) 
et on peut done tcrire 
La fonction sous le signe somme ne presentant pas de p6les pour 
(I’, z) E C(M), vu (2.&l), on en dtduit que W est une fonction holomorphe 
dans C(M). 
Soit R( Y, Z) E Q[ Y, Z] le resultant des polynbmes A et B,, d’apres 
(2.5.1) on peut ecrire 
R(Y,Z)+-, Y/X,Z)=F(X, Y,Z)+F”(X, Y,Z) 
avec 
F(X, Y, Z) = 
PU(X, Y, Z) P(X, Y/X, Z) 
A(X y, Z) 
F”(X, Y, Z)= 
Xh V( x, Y, Z) P( x, Y/X, Z) 
B,(X y, Z) 
U, V etant des polyn8mes de Q [X, Y, Z]. Posons 
W(W)=& j F(x, .Y> z) 
I’-1 
(II = r (.u- l)(J-x)dx 
et definissons de m&me w” a l’aide de F”; on a 
w(Y,~)=(w(Y,~)+ ~(.Y,~))lR(Y,~) (2.8.3) 
(a) La fonction F verifie les hypotheses de (2.6). En effet, tout 
polynbme CE O[X, Y, Z] peut s’ecrire 
C(X, Y, Z) = C’(X, Y/X, Z) 
car on a toujours, si p et q sont dans N 
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et cette remarque s’applique en particulier au cas du polynome 
XbU(X, Y, 2). On dtduit done de la Proposition (2.7) que 
P’( I’, r) 
W4’A=Q’ly, (2.8.4) 
avec P’, Q’ E tl[ Y, Z] et Q’( Y, Z) = A( 1, Y, Z). 
(b) Pour calculer W” effectuons un changement de variable. Posons 
y/x=x’. On a 
Y-l y- 1 
(x-l)(y-x)dx=(x’-l)(y-x~)dx’ 
et un cercle de centre 0 et de rayon r, se transforme en un cercle de centre 0 
et de rayon r’, de telle sorte que: si 1 <r < 1 yl alors 1 < r’ < 1 yl. Par suite 
w(Y,z)=& J F’(YjX’, .Y, --I y-1 
lx’1 = r’ (x’- l)(V-x’)dx’ 
F’( Y/X, Y, Z) = 0 y/x x Z) V( y/x K Z) 
4 y/x y, Z) 
Posons B2(X, Y, Z) = B( Y/X, Y, Z). On a 
et 
Ai( y/x, x, z) = 1 - ciyf(r) -p(f) yp(f)zr(i) 
Le polynome B, est done un produit de bindmes standard, et 
M(B,) 2 M(Q). Posons P2(X, Y/X, Z) = P( Y/X, X, Z) V( Y/X, Y, Z) on a 
F(X, Y, Z)= PAX, y/x Z) 
BdX Y, Z) 
La fonction F”’ vtrifie done les hypotheses de (2.6); on deduit alors de la 
Proposition (2.7) que l’on a 
(2.8.5) 
avec P”, Q”ECP[ Y, Z] et Q”( Y, Z)= B2( 1, Y, Z). 11 resulte de (2.8.3) 
(2.8.4), et (2.8.5) que 
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avec P,, (I&E Q[ Y, Z], et Q,= Q’Q”R, oh 
Q’( Y, Z) = n (1 - c, Y’I’%?) 
rsl 
Q”( Y, Z) = n (1 - cj YP(‘)Zr(‘)) 
/EJ 
et R est le resultant de A et B, . L’assertion (2.8.1) montre que R( y, z) # 0 
si I yl < A4 et (zi( < M, pour tout 1 < i < n. D’autre part 
R(Y,Z)= n R,(Y, Z) 
I E I,j t J 
en notant R, le resultant de A,(X, Y/X, Z) et AI(X, Y, Z) dans y[X], ou 
6p=Q[Y,Z]. 
D’aprbs (2.5.2) il s’ensuit que R est un produit de binbmes standard et 
que M(R) > M(Q), ce qui acheve la demonstration de la Proposition 
(2.8). i 
(2.9) COROLLAIRE. Supposons que Q(X, Y,Z)=(l-q-(X)(1 -q-lY) 
alors on a, mis d! part des facteurs scalaires, 
Q&Y, Z)= 1 -q-*Y 
(on retrouve ainsi le r&hat de (3.2)). 
Dkmonstration. On a ici en reprenant les notations de (2.8), 
A(X, Y,Z)=l-q-lx 
B(X, Y,Z)=l-(q-‘Y/x)=x-‘(X-q-‘Y) 
B,(X, Y, Z)=X-q-‘Y 
R(A, B,)= 1 -q-‘Y 
B*(X, Y, Z)= 1 -q-Ix 
Qw(Y,Z)=A(l, Y,Z)4(1, Y,Z)RMB,) 
=(l -q-1)(1 -q-1)(1 -q-2Y). 1 
(2.10) Soient m E N et W = ( W, ,..., W,) une suite d’indttermintes. 
Soient P et Q dans O[ W], et 
P( W) 
m~=Q(w). 
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On suppose que Q est un produit de binbmes standard et que M = M( Q ). 
avec M(Q) > 1. Avec les notations et conditions de (1.4) et (LS), on pose 
pour tE@ tel que 1 <It/ <M 
1 
‘(‘)= (2in)” ’ s 
t-l 
I.trj z(z, tK--l) [I:- l,(t- Cr,)dz 
ou T(r) veritie les conditions ( 1.8.1). 
Par suite, la fonction sous le signe somme n‘a pas de poles sur Z(r). La 
fonction G est done dtfinie et holomorphe pour 1 < ItI < M. 
(2.11) THBOR~ME. Sous les notations et conditions de (2.10), la fonction 




aver P, et Qo duns 6J[ T], et Qc est un prod& de bintimes standard suns 
zPros pour It( < M. 
DPmonstration. On va demontrer le theoreme par recurrence sur no. Si 
m = 2 on peut appliquer la Proposition (2.8), sans la variable z, i.e., avec 
n = 0, et en prenant JJ= t; les conditions de (2.6) et les hypotheses de la 
Proposition (2.8) sont alors satisfaites, on en deduit le theoreme dans ce 
cas. 
Posons maintenant 
r’=(=,,..., -rn 2) 
x=2,-, 
j’= t/[z’] 
de telle sorte que (J’, z’) E C(M) et 1 < r, , < 1 vi, vu les conditions (1.8.1 ). 
On dtduit des hypotheses faites sur Z en (2.10) que la fonction 
F(x, ?‘, z’) = Z(z’, .Y, y) 
satisfait aux conditions de (2.6) (en changeant I’ en z). On deduit done de 
la Proposition (2.8) que la fonction 
Whi')=& j 
y-1 
Z(z't -F Y/X) (x _ 1 )( y _ yu) d.x (2.11.1 ) 
14 = r,, 1 
est &gale a une fonction rationnelle 
W(y,z')= 
PW(V> ='I 
Q u'( .v, =' ) 
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avec P, et Q w  dans Q [ Y, Z’] et Q w  est un produit de binomes standard 
verifiant M(Q w) > M(Q). On a 
et 
Z(z’, x, y/x) = Z(z, t/[z]) 
y- 1 t-l t-l 
(x- l)(JV-X) [zl- l](t- [?I)= [z- l](t- [z]) 
on dkduit done des deux relations precedentes que 
G( t )=  (2jnt”” S 
t-l 
/=,I = r, 
WtICz’l. z’) [$ _ , ,(t _ cz,,) cd,-‘. (2.11.2) 
I<i<m-2 
Supposons maintenant que le thtoreme soit vrai, sous les conditions (2.10), 
od on a remplace m par m - 1. W( y, z’) satisfait alors aux conditions 
imposees a Z dans (2.10) d’aprks ce qui prkkde; on tire alors de la relation 
(2.11.2) que la fonction G satisfait aux conclusions annonctes dans le 
Theoreme (2.11). i 
3. Formule dans le cas d’hyperplans de pdles 
(3.1) Dans ce qui suit on tixe q E N, q > 1. 
PROPOSITION. Soit PE Q![X, Y, Z]. Pour (y, z) E C(q) et 1 <r < 1 y/, on 
pose 
P(x, Y/-T 2) Y-1 
(1 -q-‘x)(1 -q-$/x) (-TV 1)(4’-x) 
dx 
alors la fonction W est holomorphe dans C(q), et on a 
WY, z)= 
A(Y, 2) (?I-l)B(Y>z) 
l-q~‘y+(l-q-‘.v)(l-q-~:) 
auec A et B dans Q[ Y, Z]. 
DPmonstration. Posons 
P(x, Y/4 --) Y-1 
4(x)=(l -q-lx)(l -q-‘y,x) (x- l)(y-x)’ 
Les poles de 4 interieurs au cercle 1x1 = r sont les points x = 0, x = 1, et 
x = q- ‘y. On a done, d’apres le thtoreme des rtsidus 
W( y, z) = rCs(4,O) + rCs(& 1) + rcs(fj, q-‘y) 
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or 
r&(4, 1) = 
P(1, y> =) 
(1-4-W -4 ‘Y) 
’ 
rWhq-‘y)= -4 P(q ‘y, 4, 2 1 1 -q-l (1 -q-lTv)(l -q-2y) (y- 1). 
D’autre part, on dtduit de (2.4.3) et (2.7.3) que le rksidu de 4 en 0 est un 
polyn8me de Q[ Y, Z], divisibje par Y- 1. On a done 
avec CE Q[ Y, Z]; si on pose 
A(Y,Z)=(l-q-I)-‘P(1, Y,Z) 
B(Y,Z)= -q-‘(l-q-l)-lP(q-‘Y,q,z)+(l-q-‘Y)(l-q-’Y)c(Y,z) 
on obtient alors le rtsultat de la proposition. 1 
(3.2) Remarque. Posons N(y,z)=A(y,z)(l-q-‘,v)+B(y,z)(y-1) 






ce qui montre que l’on a aussi 
et 
NY, --I= (1 -q-‘y) N,(y, z) 
W( y, z) = 
N,(Y, z) 
1 -q-?)’ 
en accord avec le Corollaire (2.9). 
(3.3) TH~OR~~ME. Les notations et hypothkes sont celles de (2.10); sup- 
posons en outre que la fonction rationnelle Z s’tcrive 
Z(w) = P(w) 
[l -qPT”] 
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(2i7r)m- 1 F(r) az, t/[zl) [z-q(t-[z,)dz 
oti I’(r) vkjie les conditions (1.8.1) est holomorphe pour 1 < 1 tI <q et Pgale 
ci une fonction rationnelle 
PG(f) 
G(t) = Q,(t) 
avec P,, Q, dans CP[ I”] et, 
QJt)=(l -q-‘t)...(l -q-Y). 
DPmonstration. Elle se fait par recurrence. Si m = 2 on applique la 
Proposition (3.1) avec x = z, et y = t; le thtoreme est Ctabli dans ce cas. (La 
Remarque 3.2 montre qu’on peut m&me prendre QJt) = 1 - qp2t). On pose 
maintenant 
z’= (z*,v., zm-2) 
x=z,-1 
Y = tlCz’1 
La fonction Z dans le terme integrant s’ecrit 
w, x> Y/X) 
z(z’,x, yb)= [l -q-lzq(l -q-~‘x)(l -q-ly/x) 





(2z7r)” - 2 (i(( = r, 
WtlCz’l, 2’) [?, _ 1 ,(t _ C-,1) da’. (3.3.1) 
l<r<m-2 
La Proposition (3.1) montre que 
(Y- 1) WY, z’) 
c*-q+a’l w(~,z’)=;4(~~~j:+(1-q~lp)(l-q’l.) 
et on deduit de (3.3.1) que l’on a 





G,(r)= (227cy+? i‘ 
r-l 
~,c~/C~‘l~ :‘I [=‘- Il(t- cz,l,~:’ 
A(,, --‘) 
-z’)=(l _q-l,“)[l -q~ I;‘] 




- B( t/[z’], z’) f-l 
X2(t, z’)= [l -q-Iz’](l -y-‘t/[z’]) [:‘- l](q -It- [;‘I)’ (3.3.5) 
Supposons maintenant que l’enonce du theoreme soit vrai en remplagant wr 
par m- 1. 11 rtsulte alors de (3.3.2) et (3.3.3) que 
P,(t) 
G,(t) =Pl(t) avec P,EQ[T] 
et, 
Qr(t)=(l-q ‘t,...(l -q ‘m -“t). 
D’autre part, d’apres (3.3.5), on peut Ccrire 
- B(qt/[z’], z’) qt- 1 
X2(qt,z’)= [l -q-lz’](l -q-‘f/[z’]) Cz’- I]([- [:‘I) 
posons 
- wqy, 5’ 1 
w2(y1z’)= [l -q-‘z’](l -q-12’) 
on a d’apres (3.3.4) 
qt-1 1 
GA@) = - s 
r-1 
t - 1 (2i7c)m-z WAUCZ’I, ~‘1 cz, _ 1 I[[ _ cz,lj dz’. 
Puisque la fonction W,( y, z’) satisfait aux conditions exigles dans l’tnonce 
pour la fonction Z, il resulte de l’hypothese de recurrence que I’on a 
qt-1 P?(f) 
G,(qt)=-- 
*- 1 QAf, 
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avec P, E Q [ T] et, 
En regroupant les resultats obtenus, on a 
G(t) = G,(t) + GAf) 
p,(t) 1 -t P,(q-‘t) 
=Pl(t)+w Q2(qp1t) 
et la demonstration du Theoreme (2.3) est achevee puisque 
Q2(qp1t)=(1 -qP2f)...(l -4-Y). 1 
PARTIE II: APPLICATION 
1. Notations 
Dans cette seconde partie les notations suivantes seront utilistes: 
K extension linie d’un corps p-adique, 
R anneau des entiers de K, 
P ideal maximal de R, 
R/P corps residuel, de cardinal q, 
ord valuation de K dand Z telle que ord rc = 1 (n E R, x lixk), 
1 IK valeur absolue de K dans Q; si a=O, lal,=O, si a#O, a=n’u 
(eEiZ, UE R\P), IaI,=q-“‘du=qp’, 
A’= Kn espace vectoriel de dimension n sur K, 
I/XI/~ = Max( I.y,l K ,.,., Ix,1 K) pour x = (x, ,..., x,) E X, 
Idxl,= IdX,lK... (dx,l, mesure de Haar sur X normalisee par vol 
(R” ) = 1 (06 vol (X) designe le volume de X), 
Y(X) espace des fonctions localement constantes et a support com- 
pact, 
f = (f,,..., f,) une application polynomiale de K” dans K”, a coef- 
ficients dans K, 
9; diviseur de X d’equation ,& = 0 (1 6 j d m), 
9 diviseur de X d’equation f, ’ ’ . f, = 0, 
Iw corps des nombres reels; @ corps des nombres complexes, 
1 1 valeur absolue usuelle sur IR ou sur C, 
( , ) produit scalaire usuel sur R” ou sur @‘,, 
(a,b)=a,b,+ ... +a,b,, 
dw=dw, . . . dw, mesure usuelle sur C”, 
# (E) dtsigne le cardinal de l’ensemble E. 
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2. Rationalitt! de la fonction Sta p-adique de m Pquations ,f., = O,..., ,fi, = 0 
(2.1) Soient s=(s ,,...,. y,)ECrn et f=(.f’,,..., f,,), on pose 
If(.u = If,(x)lg ‘. IJ,(xl~p. 
(2.1.1) PROPOSITION ET DhFINITION. SOit’nt 4 E <Y(x) jkk’ et 
w= (We,,.., w,) E @” tel que w,= q-‘j pour 1 <j<m. l’intkgrale 
Z,(w) = j If( k 40) Id-uln x\,9 
est une fonction holomorphe dans le polydisque point& de C”, 0 < lwil < I, 
pour 1 6 j< m. Par dkfinition, Z, est la fonction &a p-adique des m 
equations f, = O,..., f, = 0. 
Dt!monstration. Regardons Z, stpartment en chaque variable. Aprts 
avoir choisi un indice j, tixons si pour i # j (1 < i < m). Comme fonction de 
sj, Z, peut se mettre sous la forme: 
Soit oj la partie reelle de sj et supposons que 0 < gi< co < a, avec (T” 
arbitraire. alors on a 
lz,(qps’)l <jr, If;@)12 I$(x)l Id-d, 
\ 
et 
Comme on intbgre des fonctions continues sur le support compact de 4, les 
integrales ci-dessus convergent absolument pour 0 < aj < a,, < co. Z, est 
done une fonction continue et holomorphe dans le disque pointt 
0 < I wII < 1 de la variable u; = q .‘I. 
D’apres le thtoreme de Hartogs [3, p. 1403, l’analyticite en chaque 
variable wj entraine l’analyticitt en w dans un domaine. Ainsi Z, est une 
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fonction holomorphe de w  dans le polydisque pointe de Cm, 0 < lwll < 1 
pour 16j<m. 1 
(2.2) D’aprb le thtoreme principal de Hironaka [S, p. 1761, appli- 
que au diviseur 9 = .@ + . . + G@m de X, il existe une varitti: lisse Y, et une 
application propre h de Y dans X vtrifiant les conditions suivantes: 
(1) h est un isomorphisme birationnel de Y dans X 
(2) h*(g) est un diviseur a croisements normaux, c’est-a-dire, cha- 
que composante irreductible de h*(g) est lisse, et si r composantes passent 
par un point b, alors les equations locales de ces composantes font partie 
dun systeme de parametres locaux reguliers en b (ou, de facon equivalente 
sont lineairement indtpendantes modulo J$‘:) (d’apres Hartshorne [7, 
p. 3903). 
Soit % l’ensemble des composantes irreductibles E de h*(g), on a 
h*(9)= c N(E),!?. 
EE% 
Le diviseur de h*(wX), ou oX est la n-forme canonique de X, s’ecrit 
Les entiers N(E) et vE - 1 sont obtenus de la facon suivante: Si b E E, $2 
etant d&i par l’equation fi . .fm = 0 au voisinage de LI = h(b), alors N(E) 
est la multiplicite de E dans le diviseur delini par f, f,,, 0 h = 0. Si 
(.x1 ,..., x,) et ( y1 ,..., y,) sont des coordonnees locales centrees, respec- 
tivement, en a dand X et en b dans Y, alors vE- 1 est la multiplicite de E 
dans le diviseur local defini par 
8(x I,..., , n y lco 
ay,,..., Y,) . 
Les entiers N(E) et vE- 1 sont indtpendants du choix de b dans E. On 
appelle “donnte numtrique” de h le iong de E, le couple (vE, N(E)) 
(d’apres Igusa [9, p. 871). 
X et Y sont des varietes K-analytiques, et l’application h est propre et K- 
analytique (Shafarevich [ 14, p. 891). Aussi, pour b E Y, si E, ,..., E, (Y 6 n) 
sont les composantes passant par b, et si (v,, N1),..., (v,, N,) sont les “don- 
nees numeriques” de h en b lelong de E, ,..., E,, alors il existe des coordon- 
nes locales centrees en b, telles que, dans un voisinage de 6, on ait 
f,...fmoh=&yN avec y = ( y1 ,..., y,) 
h*(dx) = yy”-’ dJ 
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oti N = (N, ,..., N,) et v - 1 = (11, ~ l,..., v,, - I ) sont dans N”, avec N, = 0 et 
v, = 1 pour r < id n; t: et q ttant des fonctions K-analytiques au voisinage 
de b et inversibles. 
(Dans ce cas, J, = 0 ,..., J’, = 0 sont les kquations locales de E, ,..., E,). 
L’anneau local des germes de fonctions K-analytiques au voisinage de h 
ktant factoriel, on a (Meuser [ 12, p. 308]), 
pour 1 <j<rn fi3h=E,yN’ oti NJ = (N; ,..., NA) E N” avec 
Nj = 0 pour r < i< n, et E, est une jbnction K-anal.ytique 
inversible au voisinage de h. (2.2.1 ) 
Pour 1 < id r, les multiplets (v,, N,’ ,..., NY) sont alors les nouvelles “don- 
n&es numtriques” de h en b le long de E,. Par suite, on a l’expression 
h*(9,)= 1 N;.E avec N:.~hJ(ldj<m) 
Et?% 
(v,, A’;,..., N;) sont alors les “don&es numkriques” de h le long de E. 
(2.3) Soient r = (rl ,..., r,)E N”, p E kJ, et pour 1 6 j<m, comme en 
(2.1), a, = Re(si) et u’, = q .‘J, on a 
I4 Pwr,=q-,P (n.rl~ 
(2.3.1) LEMME. Avec les notations ci-dessus, si p + (CT, r) > 0, ou de faCon 
Pquivalente, si [q ~ %‘I < 1, alors pour c E K et e E Z, on a 
I~I$.“+P Idtl,=q e IcI$-‘$~~~’ si c$P’ 
= (1 - q-‘)(q-5V’)L 
si 1 - q - (‘)i’l c E P’. 
Dckonstration. Soit I l’intkgrale tigurant dans l’kgalitk ci-dessus. Si 
c$P’, pour tEc+P’, posons t=cu avec UE 1 +c ‘P’, alors ]uIK= 1. Par 
suite. on a 
I= JcIp)+” vol( I + c ‘P’) 
I= q-’ icl’;, ‘,prdc 
Si c E P’, pour t E c + P’ on a t E P’. P’ se dkcompose de la faGon suivante: 
p’= JJ (P’\Pi”). 
I 2 <’ 
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Posons ~=x’u avec UE R\P (ou IuIK= 1). 
Z=vol(R\P) c (q-p-fJ.r))i 
i 3 L' 
I= (l-q-‘) 1 (q-Pw’)’ 
i>,e 
z= (1 -q-')(q-"wT 
1 -q-P”’ . 
Le denominateur est dans ce cas un binome standard (1.2.1). 1 
(2.4) Pour tout bE Y, il existe dans un voisinage de b, des coor- 
don&es centrees en b et verifiant (2.2.1). Soit 0 E y(X), le support de 4 est 
compact, comme h est une application propre (2.2) alors hi-’ (supp 4) est 
compact et peut etre recouvert par un nombre lini de voisinages ouverts et 
compacts veriliant (2.2.1). Soit I/,, V2, V3,..., ce recouvrement. On extrait 
alors un recouvrement lini et disjoint 
w, = k’,, wz= V?\V,, w, = V3\( v, u if?),.... 
D’apres Igusa [ 11, Lemme 2, p. 3961, W, est homeomorphe, par les 
coordonntes locales, a un sous ensemble ouvert et compact de r: 
LI c+ (P’“)” 
oti les c sont en nombre Iini, et e, E N sera choisi assez grand pour que les 
fonctions doh, lsjl et 1~1 soient constantes dans W,. 
(2.5) Soient NE= (A$ ,..., N;)E N” et w= (w ,,..., w,)EC~, on pose 
wNE=w y”...‘+ JG m IN,1 = Ni. + . . . + A$ 
Wti dtsigne l’ensemble des composantes E de %? qui rencontrent le compact 
h -i (Supp ~5). Les “donnees numeriques” le long de E sont ( vE. A$,..., TV;). 
(2.51) TH~OR~ME. Z, est une fonction rationnelle dam Cm: 
P,(w) Z,(w)=- 
Q,(w) 
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oti P, est un polyndme de Laurent Li coejyicients dons @, et Qti est un produit 
de binhnes standard (1.2.1) 
Q,(w) = fl (1 -q l’%~.“~). 
Et%* 
DPmonstration. D’aprks (2.4) la fonction Z, ditlinie en (2.1.1) se dircom- 
pose en une somme linie d’intkgrales Z,, sur les ouverts compacts W,. 
Dans le voisinage W, de b, on a l’kcriture locale suivante 
oti E = (cl ,..., E,) et N = (Nj), pour 1 d i < n et 1 < j d m, est une matrice d II 
lignes et m colonnes, N(s) est un vecteur de C”. 
oti N, est la ligne de rang i de la matrice N. D’aprks le Lemme (2.3.1 j, si 
Iq-‘%t+I < 1, alors 
Posons I(c) = {iE { 1, 2,..., n> I ci E P’“). On obtient alors l’expression 
suivante pour Z,,: 
oti kj est une constante pour i I$ I(c). Zlr(w) est done le quotient d’un 
polyn6me de Laurent par un produit de binbmes standard (A coefficients 
dans C): 
et il en est de m&me pour Z,(w). Posons 
em(w)= n (1 -q-W”“) 
L;E’,‘i,j 
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ou (v,, NE) correspond localement a (vi, Ni). Comme vE 2 I et q > 1 on a 
9 -YE < 1 et avec les notations de (1.2.2.2) 
M, = M(Q,) et M,>l 
Soit P,(w)/Q,( w) la somme des fonctions rationnelles Z,,, ou P+(w) est un 
polyn8me de Laurent a coefficients dans C. D’apres le Lemme (2.2.1) de la 
partie I, la fonction rationnelle Pm(w)/Q,(w) est reguliere darts le polydis- 
que pointe de Cm, 0 < / w,I < M, (1 Gj< m) avec M, > 1, et elle est egale a 
la fonction Z,(w) dtYinie en (2.1.1) dans le polydisque point& de C”, 
0 < 1 w,I < 1 ( 1 < j d m). Par consequent, cette fonction rationnelle rtalise le 
prolongement analytique de la fonction Z, a @” tout entier. m 
Posons 
M, = M(Q,) = E4; qvE”NE’ (2.5.2) 
ona I< <M,<‘w,. 
(2.5.3) COROLLAIRE. La fonction rationnelle Z,(w) est r6guli2re dans le 
pol.vdisque pointP de Cm, 0 < / ~‘~1 < M, (1 d j d m), auec M, > 1. 
(2.6) Dans le cas particulier d’un diviseur 9 a croisements nor- 
maux, dont chaque composante rencontre le support de 4, on a 
Les “donntes numeriques” le long de 9, sont, dans ce cas, 
V -1 et 9, - iv,, = (0 )...) l)...) 0) pour 16 j<m 
et dans ce cas, M, = M(Q,) = q. Pour w  = (wr . . . . . w,) E C”, posons 
[l -q-‘w]=(l -q-‘w,)...(l -q-‘w*). 
(2.6.1) COROLLAIRE. Si 9 est un diviseur ci croisements normaux, et si 
$T4 = %T, alors 
Z,(w) = P,(w) [l -q--‘w] 
Z,(w) est une fonction rationnelle rPguli2re dans le pal.vdisque pointe’ de Cm, 
O<lu;l<qpour l<j<m. 
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3. Rationalite de la serie generatrice de m Pquutions f, = O...., ,f;,, = 0 
(3.1) On suppose desormais que: 4 est la .fanction indicatrice de R” 
f = (f, ,..., f,,,) est une application polywonziale a coefficients dans R. On pose 
Z,=Z,, M,=M,, P=P,, Q=Q,, %‘=G$, pR=9nR”. 
(3.2) Pour e = (e, ,..., e,,) E N”, on pose 
a,=vol({xER” 1 If;(x)lK=q ‘;(l 6jbm))). 
Comme vol (R”) = 1, on a 
Oda,,d 1. 
(3.2.1) LEMME. On a 
R”=L&U 
( 
u {sER” / Ifj(.t-)lK=q-~“l(l <j<rn);, . 
etw ! 
Demonstration. f Ctant une application polynomiale de K” dans Km, A 
coeffkients dans R, pour tout x E R”, on a 
f(x) E R” et f;(x)~R(l <j<m). 
Si d(x) E R alors h.(x) = 0 ou sinon I,f;(.u)l K = q- ‘1 pour un certain e, E N. 
Par conskquent, on a (f,...f,)(x)=O ou sinon I.f;.(x)lK=qp’~ pour 
1 6 j 6 m, done pour un certain e = (e, ,..., e,,) E N”. [ 
Soit z = (r, ,..., r,) E rWy, on pose 
r(t)= jweCm I Iwil =r, (1 <j<nl)]. (3.2.2) 
(3.2.3) PROPOSITION. On a Z,(w)=C,. Nm u,w“ clans le polydisque 
pointe de C”, 0 < Iw,l < r, avec r, < M, pour 1 < j < m. Par suite, la,fonction 
rationnelle Z,( MI) est reguliere darts le polydisque de @“I, I M’,I d ri pour 
1 ,< j 6 m, et on a les formules de Cauchy 
oti I-( 2) est defini en (3.2.2). 
La fonction rationnelle Z, (WI) est done rkgulike dans le 
polydisque de C”, Iw,I <M, (1 <,j<m), avec M, > 1. De 
plus, dans l’tcriture de Z,(w) sous la forme P(w)/Q(w), P 
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et Q sont des polynbmes de Q[ IV] et Q est un produit de 
bin6mes standard (c’est une consequence de (3.1) et de la 
demonstration du Theoreme (2.5.1)). (3.2.4) 
Dkmonstration de la Proposition (3.2.3). Par definition de la fonction Z, 
(2.1.1), lorsque 4 est la fonction indicatrice de R”, on a 
‘I(~) = JRn,9, If(x)lZ (dxl K. 
D’apres le Lemme (3.2.1), cette integrale peut se mettre sous la forme 
ou l’integrale est prise sur l’ensemble 
Ml, = q ‘I (1 d j<m). 




il s’en deduit 
Z,(w)= c w~voI({xER”I Ifi(x)lK=q-‘l(l<j<m)}) 
rtrmm 
Z,(w)= C w’a,. 
ftw 
Comme 0 <a, < 1, la serie entiere C,, Nm a,w’ est holomorphe dans le 
polydisque de C”, ( wil < 1 ( 1 < j < m), et realise le prolongement analyti- 
que en 0 de la fonction rationnelle Z, obtenue en (2.51). Ainsi la fonction 
rationnelle 2, est reguliere dans le polydisque de Cm, I wjI d rj avec rj < MI 
( 1 < j < m), avec comme serie de Taylor a l’origine la serie C,, Nm a,w’. 1 
(3.2.5) COROLLAIRE. On a Z,(l)..., l)=CeENmap= 1. 
(3.3) Pour XE K”, llf(x~llK= Max(lfib)lK~...~ Ifm(x)IK). 
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(3.3.1) DEFINITION. Pour eEN, G,=vol(jx~R” 1 llf(x)liK=qm’)). 
Rappelons que A,,, designe l’ensemble des multiplets 
h = (h, ,..., h,) de N” dont une coordonnie au moins est 
nulle. (3.3.2) 
Pour h = (h ,,..., h,) E N” et e E N, on pose 
e + h = (e + h, ,..., e + h,). 
D’aprbs le Lemme (1.2.1) de la partie I 
N”=LI LI 
ctrm ( hcA, 




la fonction Z, au voisinage de 
a (3.3.3) 
(3.3.4) LEMME. On a l’&galit& 
{YER”V IlyIIK=q-~f)= LI (YER” I Iyi(K=q-e-h,(l <j<m)J. 
h E .A, 
DPmonstration. Soit y E R” verifiant I/ yll K = qmde, autrement dit, 
MadI Y,I K,..., IymIK) = q. ‘. 
Comme, par definition, I ,;I K = q -Ordyj, on a 
Min( ord y1 ,..., ord y,,, ) = e. 
Ainsi, ord yj > e (1 < j< m), et il existe j, tel que: ord yjO = e. On pose 
ordy,=e+h, (l<j<m) et h=(h ,,..., h,), comme h,,=O, on a 
1 yJ\ K = q c hi ( 1 d j < m), avec h E A,. Rtciproquement, soit 
J’~~h~Am(J’ERm I IYjI,=qMeehi (1 <j<m)} il existe heA,,, 
h = (h, ,..., h,)avech,...h,=O,telqueI~jl,=q~“-’/pourldjdm,ona 
ord yj= e + h, pour 1 <j< m, done aussi Min(ord y, ,..., ord y,) = e et 
Max(ly,l,,..., /y,l.)=q-‘; done llAl.=q~‘. I 
(3.3.5) PROPOSITION. On a 
G,= 1 ar+h. 
hEA, 
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Dkmonstration. La decomposition obtenue dans le Lemme (3.3.4) etant 
stable par f i ‘, od fR designe la restriction de f A R”, on a 
{x~R”l Ilf(x)llK=qp’}= LI {xER”I If;(x)lK=q~‘-h~(l~j~m)}. 
hsA, 
Le second membre de cette tgalite Ctant une union disjointe, en prenant les 
volumes des deux membres on obtient alors la proposition. m 
(3.4) DEFINITION. On appelle series generatrices du systeme de m 
equations f, = O,..., f, = 0; les series entieres formelles 
Oh 
G(T)= c G,T’ et F(T)= 1 N,q-“‘T’ 
reN eeN 
G,=W{.=R” I lIf(x)ll,y=q-‘>I 
et 
N,= #{5mod(W’I Ilf(5NK~q-‘). 
(3.4.1) Remarque. On a # { 5 mod(F)“} = #(R/P’)” = q”’ et vol(R”) 
= 1. Par suite, 0 < G, < 1 avec G, E Q et 0 < N,q-“‘d 1. 
Les series generatrices F et G ont chacune un rayon de convergence 
superieur ou egal h 1, et dtfinissent ainsi des fonctions analytiques F(t) et 
G(t) dans le disque de @ de centre 0, I t I < 1. 
(3.4.2) PROPOSITION. On a G, = N,q-“‘- N,, ,qpnce+ I). 
DPmonstration. On pose X,= {XE R” ) Ilf(x)llK<qp’} alors 
xe\xe + I = {.=R” I Ilf(x~ll~=q-‘~~ 
Par definition de G,, introduit en (3.3.1) on a 
G, = vol( X,) - vol( X, + , ). 
Calculons maintenant le volume de X,, 
WX,) = .r,” Lb) w4, 
110 BERNADETTE DESHOMMES 
oli x, dtsigne la fonction indicatrice de X,,. DCcomposons R” de la faGon 
suivante 
R”= LI (t+ (p’)“) 
Si x = < mod(P)“, on a, par la formule de Taylor, 
.I+) -.fiCi”) mod(P’) (1 <j<m) et x,(x)=x,(t) 
VOlW,) = 1 x,(5) vol(< + (p’Y). 
i.sIR/Ft” 
La mesure de Haar sur X ktant invariante par translation, on a 
vol( ( + (P’)“) = vol( (p’)“) = q )Ip 
par ailleurs 
x,(5) = NC,. 
SEIRIP)” 
Ainsi v~l(X,)=N,q~“‘et GP=N,q~nC-N,+,q~nce+l). 1 
(3.4.3) COROLLAIRE. On u F(T) = (1 - TG( T))/( 1 - T). 
(3.5) TH~OR&ME. La sPrie gh+atrice G du systPme d’kquations 
f, = O,..., f,,, = 0 est une fonction rationnelle ci coefficients dans Q. On a 
PO(f) G(t) = - 
e,(t) 
oti P, et Qo sont duns a[ T], et Q, est un produit de bindmes standard, suns 
Sros duns le disque de @, j tI CM,, avec M, > 1 (3.2.3). Autrement dit, on a 
P&)=~ (1 -4-“tD) 
4 
oticcet/?sontdansNetcr>l;onpose 
M(Qc) = Min q”‘” on a M(Q,)>M,. 
DPmonstration. Montrons que les rtsultats de la partie I s’appliquent 
aux fonctions Z, et G. D’aprbs (2.5.2) et (3.2.3), la fonction rationnelle 
Z,(w) est rkgulike dans le polydisque ouvert de @” dtfini par lw,l CM, 
(1 < i<m), avec M, > 1. D’aprks (3.3.5) et (3.4), la strie ghkratrice G est 
associke g la fonction Z, par le procitdl sommatoire (1.1.3.2). 
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Les hypotheses de la Proposition (1.1.6.3) et du Theo&me (1.1.9) sont 
done satisfaites. On en deduit les proprietes suivantes de la serie G: 
G(t) est une fonction holomorphe darts le disque ouvert de @ 
ItI <Ml, avec M, > 1. (3.51 
Pour t E @, 1 < 1 t[ < M, , G( t ) est egale a la diagonale 
(1.1.1) de lafonction rationnelle Y, associee a Z, (1.1.7), 
Y,(w)=Z,(w)([w]- l)/[M’-11. (3.52) 
Pour t E @, 1 < 1 tI < M,, G(t) a une representation integrale 
dans @” ‘, 
oti F(r) verzfie les conditions (1.1.8.1 ). (3.5.3) 
D’apres (2.5.1), (3.1), et (3.2.4) la fonction rationnelle Z, = P/Q verifie les 
conditions suivantes: 
(a) Les polynbmes P et Q sont dans UB[ IV]. 
(b) Q est un produit de binomes standard (1.2.1). 
(c) M, =M(Q) v&lie M, > 1. 
Les hypotheses du Theoreme (1.2.11) sont done satisfaites, et en utilisant 
(3.5.3) on en dtduit la rationalite de la fonction G, ce qui acheve la 
demonstration du Theoreme (3.5). 1 
On deduit aisement de (3.2.5) que l’on a 
G(l)=Z,(l,..., l)= 1. (3.5.4) 
COROLLAIRE. La serie generatrice F(T), definie en (3.4) et like a la serie 
G(T) par la relation (3.4.3), est une fonction rationnelle a coefficients dans 
Q; son denominateur est un produit de binomes standard et elle est reguliere 
dans le disque de C, 1 tl < M, avec M, > 1. 
4. Formules dans des cas particuliers 
(4.1) Dans le cas de deux equations fi = 0, f2 = 0, on peut expliciter 
le denominateur de la fonction rationnelle G. Soit %? l’ensemble des com- 
posantes irreductibles obtenues dans la resolution des singularitb de 
l’hypersurface d’equation f,f2 = 0. Pour EE V, (v,, IV’,& IV;) sont les “don- 
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rites numeriques” de la resolution le long de E; rl:, NL.. Ni. sont dans k 
avec rt. >, I, NL. et Nf. ne sont pas nuls simultanement. La fonction zeta p- 
adique s’tcrit dans ce cas: 
avec P et Q dans UZJ[X, Y], et 
On decompose l’ensemble %’ en deux classes %‘, et y: 
EE%-; si NI,>Ni 
FE%* si NL<N$.. 
(4.1.1 ) 
Posons 
6,,= PGCD(N;- N;, N;.- N;.) 
vEF= (vE(N;.- N;.) + vF(N;- NE)) ai,.! 
NE.:= (N;N;;- N;N;) 6;). 
Alors, on a vEF et N,, dans N, avec vEF 3 1. Soit 
On a M(Q(;) > M(Q) oh M(Q) = M,. D’aprts la Proposition (1.2.8) on 
deduit le resultat suivant 
(4.1.2) COROLLAIRE. Avec les notations qui prCcPdent, la s&ie 
gP&ratrice G du systeme d’kquations fi = 0, fi = 0 s’krit sous la forme: 
G(t) = f’o(t,/Q,(t) 
oti P, et Q, sont duns 62[ T] et Q,(t) divise le polyn6me 
n ( 1 - q--y$ ) n (l-q-“‘&) r-J (l-q-“WEF). 
EE%, PEc3.Z Ec’%,,FFEH> 
De plus M(Qc) B M,. 
(4.2) Dans le cas ou l’hypersurface J; . f,,, = 0 a des composantes 
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lisses et B croisements normaux, d’aprks le Corollaire (2.6.1), la fonction 
ztta p-adique s’krit 
Z,(w) = P(M~)IQ(M~) 
avec P et Q dans O[ W] et 
Q(w)= [l -q-‘&j 
on a M, = M(Q) = q, q > 1. Les conditions d’application du Thttorkme 
(1.3.3) sont satisfaites, on en dCduit le risultat suivant: 
(4.2.1) COROLLAIRE. Si le diviseur 9 d’tquation f, ... f, = 0 est ci 
croisements normaux, alors la sbie g&kratrice G du systkme d’iquations 
,f, = 0 ,..., f, = 0 s’kcrit sous la forme 
G(t) = P,(t)lQ,(t) 
avec P, et Qc dans Q [ T], et 
Q,(t)=(l -q--‘t)...(l -q-Y) 
on a M(Q,)=q. 
Dans le cas de deux kquations, d’aprb (1.2.9) ou (1.3.2) on a de plus le 
(4.2.2) COROLLAIRE. Avec les notations et hypothkes qui prPcPdent et si 
m = 2 alors 
QJt)= 1 -q-‘t. 
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